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Planning du cours 

 Cours : 9h 

 TD : 18h. (9h de TP) 

 TP : 10h, 5 séances de TP (sous R) de 2h. 

 Evalutation 

o Interro 1, 1h30. Semaine du 9 au 13 décembre 2019  

o Interro 2, 1h30. Semaine du 13 au 17 janvier 2020 

o Evaluation TP. Semaine du 16 au 20 décembre 2019   
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1. Evènements, probabilité et variables aléatoires 

 L’espace des issues, l’ensemble des évènements  

Le lancer d’une pièce de monnaie, le lancer d’un dé, le vainqueur d’un match de foot sont des 

expériences aléatoires, car avant de les effectuer, on ne peut pas prévoir avec certitude quel en 

sera le résultat, résultat qui dépend en effet du hasard. A cette expérience aléatoire, on associe 

l’ensemble des résultats possibles appelé univers, noté généralement Ω. Ses éléments sont 

appelés éventualités. Les sous-ensembles de l’univers Ω sont appelés événements. Les 

événements formés d’un seul élément sont appelés événements élémentaires. Étant donné un 

univers Ω, l’événement Ω est l’événement certain. L’ensemble vide, noté ∅, est l’événement 

impossible. 

 

Exemples : 

- Match PSG-OM : Ω=“PSG gagne, OM gagne, match nul”. Donc Ω est compose de trois 

évènements élémentaires. Un exemple d’évènement est A= “PSG ne gagne pas". 

- On lance un de : Ω={1, 2, 3, 4, 5, 6}. On peut s’intéresser à l’évènement A="on obtient un 

chiffre pair", i.e. A={2, 4, 6}. 

- On lance deux des : 𝛺 =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} × {1, 2, 3, 4, 5, 6} = {(𝑖;  𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 6; 1 ≤ 𝑗 ≤ 6}. 
Ici, un Évènement élémentaire ω est un couple (i; j), où i représente le résultat du premier de et 

j celui du second. 

- On lance trois fois une pièce de monnaie. Les évènements élémentaires vont décrire le plus 

précisément possible le résultat de cette expérience. Donc un évènement élémentaire ω est un 

triplet (r1, r2, r3) qui donne les résultats des trois lancers dans l’ordre. L’évènement B : "on 

obtient pile au deuxième lancer" est B={(f, p, f), (f, p, p), (p, p, f), (p, p, p)} 

L’évènement B est réalisé si on obtient l’un des évènements élémentaires listes ci-avant. Il n’est 

parfois pas nécessaire de connaître tous ces détails. On pourra choisir : ω représente le nombre 

de "face" obtenus. Alors, Ω={0, 1, 2, 3}. Le modèle est beaucoup plus simple, mais ne permet 

pas de décrire des évènements tels que B. 

 

En théorie des probabilités, on a souvent besoin de ramener le calcul de la probabilité d’un 

évènement au calcul de la probabilité de l’union ou de l’intersection d’événements plus 

élémentaires, on introduit donc les notations suivantes : Si A et B sont deux sous-ensembles de 

E, on note 

A ∪ B={ω; ω ∈ A ou ω ∈ B} : ”A ou B se réalise” 

 

A ∩ B={ω; ω ∈ A et ω ∈ B} : “A et B se réalisent” 
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A \B={ω; ω ∈ A et ω / ∈ B} : ”A se réalise mais pas B” 

 

�̅�= E \ A : “l’évènement A ne se réalise pas” 

 

 

𝐵 ⊂ 𝐴 ∶ “B inclus dans A”  
 

 

 

Deux évènements A et B de E sont disjoints A et B n’ont aucune issue en commun 

                A ∩ B=∅.  

 

Remarque : A et �̅� sont disjoints, ainsi que ∅ et A. 
 

Exemple : On considère un dé à 6 faces, numérotées de 1 à 6. On suppose que le dé est équilibré, 

ce qui veut dire que les 6 faces ont la même chance de sortir. L’ensemble Ω des issues possibles 

d’un lancer est Ω={1, 2, 3, 4, 5, 6}, soit A={2, 4, 6}, B={5, 6}, C={3}, on a : 

1. A ∪ B={2, 4, 5, 6} 

2. A ∩ B={6} 

3. A ∩ C=∅ 

4. �̅�= {1, 3, 5}, �̅� correspond à l’évènement ”on obtient un nombre impair”. 

5. A \B={2, 4} on remarque que A \ B=A ∩ B 

 

 

Définition : Soit (𝐵𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’évènements,  

(𝐵𝑖)𝑖∈𝐼 est une partition de Ω  

 (i) ⋃ 𝐵𝑖𝑖𝜖𝐼 =  Ω 

    (ii) les Ai sont deux à deux incompatibles : pour tous i ≠ j, Bi∩Bj=∅. 

 
 

 

  Définition et propriétés d’une probabilité  

On commence par définir ce qu’est une probabilité : 

Définition : Une probabilité P sur Ω est une fonction de Ω dans l’intervalle [0, 1] telle que 

1. P (Ω)=1, 

2. Si (Ai)i∈I est une famille finie ou dénombrable d’événements deux à deux disjoints (i.e. 

Ai∩Aj=∅ si i ≠j), alors 𝑃(⋃ 𝐴𝑖𝑖𝜖𝐼 ) = ∑ 𝑃(𝐴𝑖)𝑖𝜖𝐼  

 

Exemple : 

Reprenons l’exemple précédent, étant donné que le dé est équilibré on pense pour ce cas à une 

probabilité comme à une fonction p sur Ω, telle que p(1) + ... + p(6)=1 et on associe à chaque 
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issue la probabilité 1/6. En utilisant le second point de la définition d’une probabilité on calcule 

facilement la probabilité de l’évènement A =”on obtient un nombre pair”. En effet A={2} ∪ 

{4} ∪ {6}, les 3 issues qui composent A étant 2 à 2 disjointes 1, P(A)=P(2) + P(4) + P(6)=1/6 

+ 1/6 + 1/6=1/2. 
 

Exemple : probabilité uniforme 

On dit qu’il y a équiprobabilité (ou probabilité uniforme) quand tous les événements 

élémentaires ont la même probabilité. La probabilité d’un évènement A se calcule facilement : 

𝑃(𝐴) = ∑𝑃(𝜔)

𝜔𝜖𝐴

=
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴)

𝑐𝑎𝑟𝑑(Ω)
 

 

Remarque : Les expressions suivantes « dé équilibré ou parfait », « boule tirée de l’urne au 

hasard », « boules indiscernables » … indiquent que, pour les expériences réalisées, le modèle 

associé est l’équiprobabilité. 

En général, l’équiprobabilité nécessite l’utilisation de techniques de dénombrement dont un 

rappel est disponible à l’annexe A 

 

Proposition :  

1. P(∅)=0. 

2. Pour tout événement A, P(A) + P(�̅�)=1. 

3. Pour tous événements quelconques A et B, P(A ∪ B)=P(A) + P(B) − P(A ∩ B). 

4. Pour tous événements disjoints A et B, P(A ∪ B)=P(A) + P(B). 

5. Si A et B sont deux événements tels que A ⊆ B alors P(A) ≤ P(B) 

 

Exemple : On considère un dé à 6 faces, numérotées de 1 à 6. On suppose que le dé est équilibré, 

soit A={2, 4, 6}, B={5, 6}, C={3}, calculons de deux façons différentes : 

1. A∪B={2, 4, 5, 6}, on a donc P(A∪B)=P({2, 4, 5, 6}) et comme chacun des évènements {2}, 

{4}, {5} et {6} sont deux à deux disjoints, P(A∪B)=P(2)+P(4)+P(5)+P(6)=4/6 =2/3. 

2. On a vu dans l’exemple précédent que P(A)=1/2.  

Il est facile de voir que P(B)=1/6+1/6 =1/3 et A∩B={6} et donc que P(A∩B)=1/6.  

Ainsi on obtient P(A∪B)=P(A)+P(B)−P(A∩B)=1/2+1/3−1/6=2/3. 

 

On est maintenant en mesure de modéliser des expériences aléatoires simples, c’est-à-dire : 

- choisir Ω, 

- choisir une probabilité sur Ω en justifiant ce choix. 

Attention, pour décrire une probabilité, il faut donner P(A) pour tout 𝐴 ⊂  Ω. Ou alors, on peut 

plus simplement donner 𝑃(𝜔) pour tout 𝜔𝜖Ω. On déduira P(A) pour tout A d’après la définition 

d’une probabilité. 
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 Conditionnement et indépendance 

1.3.1. Conditionnement 

Introduction : Quelle est la probabilité d’avoir un cancer du poumon ? 

Information supplémentaire : vous fumez une vingtaine de cigarettes par jour. Cette information 

va changer la probabilité. L’outil qui permet cette mise à jour est la probabilité conditionnelle. 

 

Définition : Etant donnes deux évènements A et B, avec P(A) > 0, on appelle probabilité de 

B conditionnellement à A, ou sachant A, la probabilité notée P(B/A) ou 𝑷𝑩(𝑨) définie par 

𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 

 

Remarque : Soit A et B deux évènement de probabilités non nulles.  

1-P(𝐴 ∩ 𝐵)=𝑃𝐵(𝐴) × 𝑃(𝐵)  2-P(𝐴 ∩ 𝐵 ) =𝑃𝐴(𝐵) × 𝑃(𝐴) 

De plus, la probabilité conditionnelle sachant A, 𝑃𝐴(. ), est une nouvelle probabilité et possède 

donc toutes les propriétés d’une probabilité. 

 

Exemple : Une urne contient r boules rouges et v boules vertes. On en tire deux, l’une après 

l’autre (sans remise). Quelle est la probabilité d’avoir deux boules rouges ? 

Choisissons Ω décrivant les résultats de l’expérience : Ω = {𝑟𝑜𝑢𝑔𝑒, 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒} × {𝑟𝑜𝑢𝑔𝑒, 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒} 
Un évènement élémentaire est un couple (x; y) où x est la couleur de la première boule tirée et 

y la couleur de la seconde. Soit A l’évènement "la première boule est rouge" et B l’évènement 

"la seconde boule est rouge". 

P(𝐴 ∩ 𝐵)=𝑃𝐴(𝐵) × 𝑃(𝐴) =
𝑟−1

𝑟+𝑣−1
×

𝑟

𝑟+𝑣
 

 

Les arbres pondérés : 

Règle des nœuds : La somme des probabilités 

affectées aux branches issues d’un même 

nœud est égale à 1. 

 

 

Proposition : (Formule des probabilités totales) Soit A un évènement tel que 0<P(A) < 1. 

Pour tout évènement B, on a 𝑃(𝐵) =  𝑃𝐴(𝐵) × 𝑃(𝐴) + 𝑃�̅�(𝐵) × 𝑃(�̅�) 
 

Proposition : (Formule des probabilités totales généralisée) Soit (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼une partition de Ω 

telle que P(Ai)>0 pour tout 𝑖ϵ𝐼,  alors, pour tout évènement B, 𝑃(𝐵) = ∑ 𝑃𝐴𝑖(𝐵) × 𝑃(𝐴𝑖)𝑖𝜖𝐼   

 

Exemple : Reprenant l’exemple précédent, quelle est la probabilité pour que la seconde boule 

tirée soit rouge ? 

On garde le même formalisme. 

𝑃(𝐵) =  𝑃𝐴(𝐵) × 𝑃(𝐴) + 𝑃�̅�(𝐵) × 𝑃(�̅�)=
𝑟−1

𝑟+𝑣−1
×

𝑟

𝑟+𝑣
+

𝑟

𝑟+𝑣−1
×

𝑣

𝑟+𝑣
=

𝑟

𝑟+𝑣
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La formule des probabilités totales permet de suivre les étapes de l’expérience aléatoire 

dans l’ordre chronologique. Nous allons maintenant voir une formule à remonter le temps... 

 

Proposition : (Formule de Bayes) Soit A et B deux évènements de probabilité non nulle, alors 

on a : 𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃𝐴(𝐵)×𝑃(𝐴)

𝑃𝐴(𝐵)×𝑃(𝐴)+𝑃�̅�(𝐵)×𝑃(�̅�)
 

 

Proposition : (Formule de Bayes généralisée) Soit (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼une partition de Ω telle que 

P(Ai)>0 pour tout 𝑖ϵ𝐼, soit un évènement B tel que P(B)>0, alors,  

pour tout 𝑖ϵ𝐼, 𝑃𝐵(𝐴𝑖) =
𝑃𝐴𝑖

(𝐵)×𝑃(𝐴𝑖)

∑ 𝑃𝐴𝑗
(𝐵)×𝑃(𝐴𝑗)𝑗𝜖𝐼

 

 

Exemple : Deux opérateurs de saisie, A et B, entrent respectivement 

100 et 200 tableaux sur informatique. Les tableaux de A comportent 

des fautes dans 5,2% des cas et ceux de B dans 6,7% des cas. On 

prend un tableau au hasard. Il comporte des fautes. Quelle est la 

probabilité pour que A se soit occupé de ce tableau ? 

Soient les évènements : 

TA ="le tableau est entre par A", TB=𝑇𝐴̅̅ ̅="le tableau est entre par B", 

F ="le tableau comporte des fautes". D’après le théorème de Bayes :  

𝑃𝐹(𝑇𝐴) =
𝑃𝑇𝐴(𝐹) × 𝑃(𝑇𝐴)

𝑃𝑇𝐴(𝐹) × 𝑃(𝑇𝐴) + 𝑃𝑇𝐵(𝐹) × 𝑃(𝑇𝐵)

=  
0.052 × 1/3

0.052 × 1/3 + 0.067 × 2/3
= 0.279 

Arbre associé 

 

 

 

1.3.2. Indépendance 

Intuitivement : deux évènements sont indépendants si la réalisation de l'un n'influence pas celle 

de l'autre. 

 

Définition : A et B sont 2 événements de probabilité non nulle. A et B sont indépendants  

 𝑃𝐵(𝐴) = 𝑃(𝐴)  

 𝑃𝐴(𝐵) = 𝑃(𝐵) 
 

Exemple : On s’intéresse à deux lancés d’un dé. On suppose que ces deux lancés sont 

indépendants, i.e. que le résultat du lancé du premier dé n’a aucune influence sur le lancé du 

second dé. Ainsi les événements A={On obtient 2 au premier lancé} et par exemple B={On 

obtient 5 au second lancés} sont indépendants. En terme de probabilité cela se traduit par : 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) = (1 \ 6) × (1 \ 6). 
 

Proposition : Deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants 

 P(A∩B)=P(A)P(B). 
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Remarque : Ne pas confondre événements indépendants et événements incompatibles. La 

notion d’indépendance dépend de la probabilité sur l’univers, celle d’incompatibilité est 

purement ensembliste 

2 événements A et B sont indépendants   P(A∩B)= P(A)P(B) 

2 événements A et B sont incompatibles A∩B= ∅, et on a alors P(A∪B)=P(A)+P(B)  

 Variables aléatoires 

Le travail sur les évènements devient vite fastidieux, ainsi nous allons maintenant nous 

restreindre à étudier des grandeurs numériques obtenues pendant l’expérience aléatoire. 

 

Définition :  

Une fonction X sur Ω à valeurs réelles est appelée variable aléatoire réelle. 𝑋: Ω → ℝ 

                               𝐴 ↦ X(A) 

  

Exemple :  

On lance simultanément deux dés, Ω={(i, j) avec 1≤i≤6 et 1≤j≤6}. On définit X (i, j)=i+j. X est 

une variable aléatoire discrète (on peut dénombrer ses valeurs). 

On prend un individu au hasard dans une population, on s’intéresse à la variable taille 

définit X(i)=taille de l’individu i. X est une variable aléatoire continue (on ne peut pas 

dénombrer ses valeurs). 

 

Notation : Les variables aléatoires seront notées par des lettres majuscules, X, Y, .... Les valeurs 

qu’elles prennent lorsqu’une issue ω se réalise sont notées par des lettres minuscules. Par 

exemple on pourra écrire x à la place de X(ω). 

 

Pour décrire mathématiquement une expérience aléatoire, on choisit un modèle de cette 

expérience ; pour cela on détermine l’univers et on associe à chaque événement élémentaire un 

nombre appelé probabilité. Un modèle n'est pas toujours en adéquation avec l'expérience. 

 

Exemple : pour un lancé de dé, soit X la variable aléatoire qui, à un lancé, associe le numéro de 

la face sortant P(X =1)=0 , P(X=2)= 2/6, P(X=3)=0, P(X=4)=1/6, P(X=5)=1/6, P(X=6)=4/6. 

Par simulation, on vérifie que le modèle posé ne correspond pas à la pratique… 
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2. Variables Aléatoires Discrètes 

 Définitions 

Définition : Une variable aléatoire (v.a.) discrète X est une fonction définie sur l’espace 

fondamental dénombrable Ω, qui associe une valeur numérique à chaque résultat de 

l’expérience aléatoire étudiée. Ainsi, à chaque évènement élémentaire ω, on associe un nombre 

X(ω). 

 

Exemple : On lance trois fois une pièce et on s’intéresse au nombre X de fois ou PILE 

apparait.  

Il y a deux manières de formaliser cette phrase. Tout d’abord, à chaque évènement 

élémentaire ω, on associe X(ω). Ainsi, 

ω PPP PPF PFP FPP FPP FPF PFF FFF 

Valeur de X(w) 3 2 2 2 1 1 1 0 

 

Ensuite, comme on observe que plusieurs évènements élémentaires donnent la même valeur, 

on peut les regrouper et obtenir des évènements (évènement=réunion d’évènements 

élémentaires) qui correspondent à des valeurs distinctes de X : 

k (valeur prise par X) 3 2 1 0 

Evènement tel que (X=k) {PPP} {PPF, FPP, PFP} {FFP, PFF, PFPF} {FFF} 

 

Définition : Soit P une probabilité sur un espace des issues Ω. Soit X une variable aléatoire 

définie sur Ω. Lorsqu’à chaque valeur (𝑥𝑖)1 ≤ i ≤ n de X on associe les probabilités pi de 

l’événement ”X=xi”, on dit que l’on définit la loi de probabilité PX de la variable aléatoire X. 

 

Notation : P(X= xi) se note également PX(xi) 

 

Remarque :  Pour connaitre la loi d’une variable aléatoire, il faut connaitre l’ensemble de ses 

valeurs possibles et la probabilité avec laquelle elle réalise chaque valeur. En général, on résume 

la loi de probabilité par un tableau  

Valeurs de X x1 x2 x3 ... xm 

P(X=xi) p1 p2 p3 ... pm 

 

Exemple : Reprenant l’exemple précédent, nous avons déjà la liste de tous les évènements 

élémentaires et ils sont équiprobables, de probabilité 1/8. D’après la composition des 

évènements (X=k), pour k=0; :::; 3, on peut déduire facilement la loi de X. 

k (valeur prise par X) (X =3) (X=2) (X=1) (X=0) 

Evènement tel que (X=k) {PPP} {PPF, FPP, PFP} {FFP, PFF, PFPF} {FFF} 

Probabilité 1/8 3/8 3/8 1/8 

 

Un autre outil permet de caractériser la loi d’une v.a. : il s’agit de la fonction de répartition 

empirique. 
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Définition :  

Soit X une v.a., on appelle fonction de 

repartition de X la fonction définie par  

FX : ℝ → [0; 1]   
        𝑥 → 𝐹𝑋(𝑡)= P(X≤t) 

 

Pour une v.a. discrète, la fonction de repartition 

est une fonction en escalier, avec un saut en 

chaque valeur k de X(Ω) et la hauteur de ces sauts 

est la probabilité P(X=k). 

 

 
Figure 1. Exemple de fonction de repartition pour une 

v.a. discrète 

Exemple : Reprenant l’exemple précédent, X est le nombre de face quand on lance trois fois 

une pièce. On a vu que la loi de X est P(X=0)=1/8; P(X=1)= P(X=2)= 3/8; P(X=3)=1/8 

D’où 𝐹𝑋(𝑥) =

{
 
 

 
 

0,  𝑠𝑖 𝑥 < 0
1/8, 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 < 1
4/8, 𝑠𝑖 1 ≤ 𝑥 < 2
7/8, 𝑠𝑖 2 ≤ 𝑥 < 3
1, 𝑠𝑖 3 ≤ 𝑥

 

 
Figure 2. Exemple de trois lancés d’une pièce a) diagramme en bâton des lois de probabilités, b) fonction de répartition  

 

 Remarque : deux v.a. ayant même loi ont même fonction de repartition. 
 

Proposition : Soit 𝐹𝑋 une fonction de repartition, alors 

1) 𝐹𝑋 est croissante, 

2) 𝐹𝑋 est continue à droite et admet une limite à gauche en tout point x égale à P(X<x), 

3) lim
𝑡→−∞

𝐹𝑋(𝑡) = 0 et lim
𝑡→+∞

𝐹𝑋(𝑡) = 1 

 

Une fois la loi d’une v.a. établie, on peut calculer, comme pour une série statistique, un 

indicateur de position (l’espérance) et un indicateur de dispersion (la variance) 
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 Espérance d’une v.a. discrète  

La moyenne ou espérance est une valeur qui sert à avoir une idée de la valeur typique d’une 

variable aléatoire. Elle n’est en générale pas suffisante pour comprendre comment se comporte 

cette variable aléatoire mais donne une première indication. Son avantage est qu’elle est très 

facile à calculer dans la majorité des cas. 

 

Définition : Soit Ω un espace fini ou dénombrable, P une probabilité sur Ω, et X une variable 

aléatoire. On appelle espérance de X (ou moyenne de X) la quantité 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋(𝜔)𝑃(𝜔)𝑤𝜖Ω  

 

Exemple : Considérons le jeu suivant, on lance un dé et on définit la variable aléatoire 

X qui prend la valeur de la face du dé, la loi de X est  

Valeurs de X 1 2 3 4 5 6 

P(X=xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

𝐸(𝑋) = 1 × 1/6 + 2 × 1/6 + 3 × 1/6 + 4 × 1/6 + 5 × 1/6 + 6 × 1/6 = 3 

 

Proposition : (Linéarité de l’espérance). Soit a ∈ ℝ, alors  

𝐸(𝑎𝑋) = 𝑎𝐸(𝑋) 
𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) 

 

Proposition : Soit a ∈ ℝ, alors 

𝐸(𝑎) = 𝑎 
𝑋 ≥  0 ⇒  𝐸(𝑋)  ≥  0 

𝑋 ≥  𝑌 ⇒  𝐸(𝑋)  ≥  𝐸(𝑌) 
 

 Variance d’une v.a. discrète 

Comme nous l’avons dit précédemment la moyenne n’est pas suffisante pour avoir une bonne 

idée du comportement d’une variable aléatoire. La variance mesure un écart (quadratique) 

moyen de la variable aléatoire par rapport à cette moyenne. On dit qu’elle mesure une dispersion 

de la variable par rapport à sa moyenne. 

 

Définition : La variance et l’écart-type d’une v.a. discrète X sont les réels positifs 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = E ((X − E(X))
2
) =∑(𝑘 − 𝐸(𝑋))2𝑃(𝑋 = 𝑘)

𝑘𝜖Ω

= E(X2) − (E(X))2 

σ𝑋=√𝑉(𝑋) 

 

Exemple: Reprenant l’exemple précédent, X est le nombre de Face quand on lance trois fois 

une pièce. On a vu que la loi de X est P(X=0)=1/8; P(X=1)= P(X=2)= 3/8; P(X=3)=1/8 

𝐸(𝑋) = ∑𝑘𝑃(𝑋 = 𝑘)

𝑘=3

𝑘=0

= 3 ×
1

8
+ 2 ×

3

8
+ 1 ×

3

8
+ 0 ×

1

8
=
12

8
=
3

2
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𝑉𝑎𝑟(𝑋) = E(X2) − (E(X))
2
=∑𝑘2𝑃(𝑋 = 𝑘)

𝑘=3

𝑘=0

− (
3

2
)2 =

= 32 ×
1

8
+ 22 ×

3

8
+ 12 ×

3

8
+ 02 ×

1

8
−
9

4
= 3/4 

 

Proposition : Soit X une variable aléatoire et a ∈ ℝ, 

𝑣𝑎𝑟(𝑎𝑋) = 𝑎2𝑣𝑎𝑟(𝑋) 
𝑣𝑎𝑟(𝑋 +  𝑎) = 𝑣𝑎𝑟(𝑋) 

𝑣𝑎𝑟(𝑎) = 0 
𝑣𝑎𝑟(𝑋) = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝜔 ∈ Ω 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑃(𝜔)  >  0, 𝑋(𝑤) = 𝐸(𝑋) 

 

 Lois usuelles discrètes 

2.4.1. Loi uniforme 

Définition : La loi uniforme est la loi de l’absence 

d’information. Supposons qu’une v.a. X prenne les valeurs 

{1, 2, ..., n} mais que nous n’ayons aucune idée de la loi de 

probabilité de X. Dans ce cas, après justifications, on peut 

affecter à chaque valeur le même poids : 1/n. Et Pour tout kϵ 

{1, 2, ..., n}, 𝑃(𝑋 =  𝑘) =
1

𝑛
 

 
Figure 3. Diagramme en bâton de la loi 

uniforme discrète 

 

Proposition : Soit X de loi uniforme discrète prenant les valeurs {1, 2, ..., n}, alors on a  

𝐸(𝑋) =
𝑛 + 1

2
   et  𝑉𝑎𝑟(𝑋) =

(𝑛 + 1)(𝑛−1)

12
 

2.4.2. Loi de Bernoulli 

Définition : une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne comporte que deux 

issues appelées succès (noté S ou 1) et échec (noté E ou 0), de probabilités respectives p et 1 – 

p. La variable aléatoire X prenant la valeur 1 si S se réalise, 0 sinon a pour loi de probabilité :  

Valeurs de X 1 0 

P(X=xi) p 1-p 

Cette loi est appelée loi de Bernoulli de paramètre p, et X est une variable aléatoire de 

Bernoulli de paramètre p, on note X suit ℬ(𝑝). 
 

Proposition : Soit X ∼ ℬ(𝑝), alors on a E(X)=p  et Var(X)=p(1 − p). 
 

Exemples d’épreuves de Bernoulli :  

Un jeu de pile ou face classique ∼ ℬ(1/2), 
Une urne contient 70 boules rouges et 30 boules noires. Le tirage d'une boule de l’urne est une 

épreuve de Bernoulli. On appelle succès « le tirage d’une boule rouge ». P(X=1)=P(S)=70/100 
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Définition : Un schéma de Bernoulli de paramètre n et p est la répétition de n épreuves de 

Bernoulli identiques de paramètre p dans des conditions d’indépendance. 

2.4.3. Loi binomiale 

Définition : 

Soient (𝑋1, 𝑋2,· · · , 𝑋𝑛)𝑛 ∈ N variables aléatoires 

indépendantes de Bernoulli, chacune de ces variables 

ayant pour paramètre p, la variable aléatoire Sn définie 

par 𝑆𝑛 = ∑ 𝑋𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1  suit une loi binomiale de 

paramètres n et p, on note Sn ∼ℬ(𝑛, 𝑝). La loi de Sn 

est donnée par : pour tout entier 𝑘, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛,  

P(X = 𝑘) = (
𝑛
𝑘
)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 

  
Figure 4. Loi Binomiale B(12,1/2) 

Proposition : Soit X∼ ℬ(𝑛, 𝑝), alors on a :  E(X) = 𝑛𝑝  et  V(X) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 
 

Exemple : On lance 10 fois d'affilée une pièce de monnaie. 

Le jeu de pile ou face est une épreuve de Bernoulli, il y a indépendance antre chaque lancé de 

pièce, ainsi le nombre de pile suit Binomiale de paramètre (10, ½). On note X la nombre de 

pile, P("avoir 6 pile exactement")=P(X= 6)=(
10
6
) 0.56(1 − 0.5)10−6 

2.4.4. Loi de poisson 

Cette loi est une approximation de la loi binomiale quand np est petit et n grand (en pratique, 

n≥50 et np≥10). 

 

Définition :  

X suit une loi de Poisson de paramètre λ (X ∼ P(λ)) 

 pour tout k ∈ ℕ, on a P(X=k) = 𝑒−𝜆
𝜆𝑘

𝑘!
 

 

Remarque : 

Cette variable aléatoire est différente de toutes celles 

qui ont été introduites jusqu’à maintenant car elle 

prend un nombre infini dénombrable de valeurs. On 

peut vérifier que c’est une mesure de probabilité en 

montrant que : ∑ 𝑒−𝜆
𝜆𝑘

𝑘!

+∞
𝑘=0 = 1. 

 

 
Figure 5. Loi de Poisson P(1/2) 

 

Proposition : Si X ∼ P(λ), alors on a   E(X)=λ  et  Var(X)=λ 
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Exemple : On utilise la loi de Poisson pour modéliser le nombre de tâches qui arrivent à un 

serveur informatique pendant une minute, le nombre de globules rouges dans un ml de sang, le 

nombre d’accidents du travail dans une entreprise pendant un an... 

 

Proposition : Pour n "assez grand" (n>30) et pour p voisin de 0 (p≤ 0,1) tels que np(1-p) ≤10, 

on peut approcher la loi binomiale ℬ(𝑛, 𝑝) par la loi de Poisson P(λ), où λ =np. 

2.4.5. Loi géométrique 

Lors d’un schéma de Bernoulli, au lieu de réaliser un nombre fixe d’essais, l’expérimentateur 

s’arrête au premier succès. La valeur qui nous intéresse est le nombre d’essais effectués 

jusqu’au premier succès inclus. Le nombre de succès est donc fixe à 1, mais le nombre d’essais 

total Y est aléatoire et peut prendre n’importe quelle valeur entière supérieure ou égale à 1. 

 

Définition : 

X suit une loi de géométrique de paramètre p, G(p)  

 pour tout k ∈ N, on a : P(X = 𝑘) = p(1 − 𝑝)𝑘−1 

 

Remarque :  

Une loi géométrique prend un nombre infini 

dénombrable de valeur avec une probabilité strictement 

positive. On vérifie que ∑ p(1 − 𝑝)𝑘−1+∞
𝑘=0 = 1 

 
 

Figure 6. Loi géométrique G(0.2) 

Proposition : Si X ∼ G(p), alors on a  E(X)=1/p et   𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
1−𝑝

𝑝2
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3. Variables aléatoires continues 
On utilise des v.a. discrètes pour compter des évènements qui se produisent de manière 

aléatoire, et des v.a. continues quand on veut mesurer des grandeurs "continues" (distance, 

masse, pression...). 

 Loi d’une v.a. continue 

Définition : On dira qu’une fonction f est une densité de probabilité  

 {

𝑓𝑋  est continue sauf en un nombre dénombrable de points,
𝑓𝑋 positive 

∫ 𝑓𝑋(t)𝑑𝑡 = 1ℝ
 

 

 

Remarque : Dans la pratique pour vérifier que 𝑓𝑋 est une densité de probabilité on vérifie que : 

1. 𝑓𝑋 est continue sauf en un nombre dénombrable de points  

2. 𝑓𝑋 est positive 

3. ∫ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 1ℝ
. 

 

Exemple : Soient 𝜆 ≥ 0 et 𝑓𝑋(t) = {
𝜆𝑒−𝜆𝑡 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0        𝑠𝑖 𝑥 < 0

. 

Vérifions que 𝑓𝑋 est une fonction de densité.  

1. Continuité sauf en un nombre fini de point : 

 

 

2. 𝑓𝑋 est positive car  

 

 

 
Figure 7. Représentation de la fonction fX 

pour le paramètre fixé à 1.5 

3. ∫ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡
0

−∞ℝ
+ ∫ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡

+∞

0
 

                        = 

 

 

Définition : On appellera variable aléatoire continue X toute variable aléatoire à valeurs dans 

ℝ, telle que pour tout x ∈ ℝ, P (X ≤ x) = ∫ 𝑓𝑋(t)dt 
x

−∞
où 𝑓𝑋 est une densité de probabilité. On 

dit que 𝑓𝑋 est la densité de probabilité de X.  

La fonction définie par FX : ℝ → [0; 1] est appelée fonction de répartition de X.                                                                    

𝑥 → 𝐹𝑋(𝑥) =  P(X ≤ x)  
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Important :  

La loi d’une v.a. X est donnée par (au choix) :  

1. Sa densité fX 

2. Les probabilités P(a ≤ X ≤ b) pour tous a, b 

3. Sa fonction de répartition FX 

 
 

Figure 8. a) Densité de probabilité p(x), b) Fonction de 

Repartition P(X<x) 

 

Proposition : Si X est de densité fX, alors 

1. pour tout x ∈ ℝ, P(X=x)=0 

2. pour tous x, y ∈ ℝ tels que x ≤ y, P(X ∈ [x, y]) = ∫ fX(t)dt 
y

x
 

 

Exemple : Soit la f fonction suivante fX(x) = {
1   si x ∈ [0, 1]
0   si x ∉ [0, 1]

 

Cette fonction est positive et continue sauf en 0 et en 1 c’est à dire en 

un nombre dénombrable de points. Donc la condition 1. de la 

remarque précédente est vérifiée. La condition 2. est également 

vérifiée sans difficulté. Donc f est donc bien une densité de 

probabilité. 

Graphe associé 

 

 Calculons la probabilité que X soit comprise entre 1/6 et 1/3, on obtient :  

P (X ∈ [
1

6
,
1

3
]) = P (1/6 ≤  X ≤  1/3) = ∫ fX(t)dt = ∫ 1 dt =  1/6

1/3

1/6

 
1/3

1/6

 

 

Proposition : La fonction de repartition F d’une v.a. X 

de densité f est continue, croissante. Elle est dérivable 

en tout point x où f est continue et 𝐹𝑋
′ (𝑡) = 𝑓𝑋(𝑡).  

Pour 𝑎 ≤ 𝑏, on a la relation  

P(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎).  
Figure 9. P(a≤ X≤b)= P(a<X<b)=F(b)-F(a) 

  

Remarque : 𝐹𝑋
′ (𝑡) = 𝑓𝑋(𝑡)𝐹𝑋 est une primitive de 𝑓𝑋  

 Espérance et variance 

Dans ce paragraphe on rappelle des notions que l’on a déjà vues pour des variables aléatoires 

discrètes. 

 

Définition : Soit X une variable de densité 𝑓𝑋. 

1. L’espérance ou moyenne est donnée par : E(X) = ∫ t𝑓𝑋(t)dt
+∞

−∞
 

2. Le moment d’ordre 2 est donné par :     E(X2) = ∫ t2𝑓𝑋(t)dt
+∞

−∞
 

3. La variance est donné par :             𝑉𝑎𝑟(𝑋) = ∫ (t − E(X))
2
 𝑓𝑋(t)dt

+∞

−∞
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Proposition: 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = E(X2) − (E(X))2 

 

Remarque : Bien entendu ces définitions sont soumises à la condition d’existence des intégrales. 

 

Exemple : Soit la f fonction suivante 𝑓𝑋(x) = {
1   si x ∈ [0, 1]
0   si x ∉ [0, 1]

 

E(X) = ∫ t𝑓𝑋(t)dt
+∞

−∞

= ∫ t𝑓𝑋(t)dt = [
t2

2
]
0

1

=  1/2 
1

0

 

E(X2) = ∫ t2𝑓𝑋(t)dt
+∞

−∞

= ∫ t2𝑓𝑋(t)dt = [
t3

3
]
0

1

=  1/3 
1

0

 

Var(X) = E(X2) − (E(X))
2
=
1

3
−
1

4
=
1

12
 

 

Proposition : Soient X et Y deux variables aléatoires continues et soit a ∈ ℝ, alors on a 

E(aX)=aE(X), 

E(X + Y )=E(X) + E(Y ), 
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 Lien entre discret et continu 

 X v.a. discrète X v.a. continue 

Ensemble d’arrivée X(Ω) Ensemble dénombrable Intervalle I de ℝ 

Evènements Parties de X(Ω) 
Parties engendrées par des 

sous-intervalles de I 

Probabilités ∑𝑃𝑋(𝜔) = 1

𝑤𝜖Ω

 ∫ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 1
𝐼

 

Espérance de v.a. 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋(𝜔)𝑃𝑋(𝜔)

𝑤𝜖Ω

 𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡
𝐼

 

Variance de v.a. 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = E(X2) − (E(X))
2
 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = E(X2) − (E(X))

2
 

 

 Variables aléatoires continues usuelles 

3.4.1. Vocabulaire 

Le fractile d'ordre a (O < a < 1) de la loi de X est le nombre Xa tel que: Pr (X < Xa ) = a 

- Si a = 1/2, Xa est la médiane. La médiane M e vérifie les deux inégalités : 

Pr (X< M e) = 0,50 Pr (X > M e) = 0,50 

Il existe toujours au moins une valeur médiane, mais elle peut ne pas être unique, il peut même 

Fractile particuliers 

exister un segment de valeurs médianes. 

Si a = 0,25, Xa est le premier quartile et pour a = 0,75, le troisième quarcile. Si a = k/IO (k 

entier compris entre 1 et 9), les différentes valeurs de xa définissent les déciles. 

Si a = k/IOO (k entier compris entre 1 et99), les différentes valeurs de Xa définissent les 

centiles.  

3.4.2. Loi uniforme 

Définition : 

X suit une loi uniforme  

 il existe a et b deux réels tels que a < b 

et 𝑓𝑋(x) = {
1

b−a
 si x ∈ [a, b]

0   si x ∉ [a, b]
 

 

 

 
Figure 10. a) Densité d’une loi uniforme, b) Fonction de 

répartition d’une loi uniforme 

Proposition : Si X~𝑈([𝑎, 𝑏]), alors on a  E(X)=(b + a)/2  et  Var(X)=(b − a)2/12 

 

Remarque : La fonction de repartition 𝐹𝑋 de X est donnée par : 𝐹𝑋(x) = {

0   si x < a
x−a

b−a
    si x ∈ [a, b]

1   si x > b
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3.4.3. La loi de Cauchy 

Définition : 

X suit une loi de Cauchy  pour tout x ∈ ℝ sa 

densité f est donnée par 𝑓𝑋(𝑥)  =
 1/

𝜋(1 + 𝑥2)
 

 

Remarque : La fonction 𝑔(𝑥) =  𝑥

(1 + 𝑥2)
n’étant pas 

intégrable sur ℝ, X n’a pas d’espérance ni de 

variance. 

  
Figure 11. Densité d’une loi de Cauchy 

 

3.4.4. Loi exponentielle 

Définition :  

X suit une loi exponentielle de paramètre α, notée E(𝜆)  
 pour tout x ∈ ℝ sa densité 𝑓𝑋(𝑥) = 𝜆𝑒

−𝜆𝑥 ∥[0,+∞[ (𝑥) 

 

La v.a. X de loi E(𝜆) ne prend que des valeurs positives.  

 

Elle est utilisée dans de nombreuses applications : 

- durée de fonctionnement d’un matériel informatique 

avant la première panne, 

- désintégration radioactive, 

- temps séparant l’arrivée de deux "clients" dans un 

phénomène d’attente (guichet, accès à un serveur 

informatique, arrivée d’un accident du travail...). 

 
Figure 12. Densité d’une loi exponentielle 

de paramètre 1.5 

 

Remarque : Soit X~E(𝜆), la fonction de répartition est définie comme 

 𝐹𝑋(t) = {1 − 𝑒
−𝜆𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

0        𝑠𝑖 𝑥 < 0
 

 

Proposition : Soit X~E(𝜆), alors on a E(X)=1/𝜆 et Var(X)=1/ 𝜆2 

 

Proposition : La loi exponentielle vérifie la propriété d’absence de mémoire (de 

vieillissement) : Soit X un v.a. de loi exponentielle E(𝜆), alors pour tous s, t > 0, P(X > t + 

s/X > t)=P(X > s) 

 

Remarque : la loi de durée de vie sans vieillissement s’applique-t-elle aux humains ? 

A priori, ce n’est pas un modèle pertinent à long terme. En effet, un bébé à la naissance peut 

raisonnablement espérer vivre plusieurs dizaines d’années alors qu’on ne peut pas en dire autant 

d’un vieillard. Le modèle semble plus proche de la réalité lorsque s est tout petit. Ainsi, la 

probabilité de vivre encore une minute semble comparable indépendamment de l’âge. Cette loi 

s’applique plutôt à des composant électronique (ampoules, transistor) 
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3.4.5. Loi normale 

C’est la loi la plus importante. Son rôle est central dans de nombreux modèles probabilistes et 

dans toute la statistique. Elle possède des propriétés intéressantes qui la rendent agréable à 

utiliser. 

 

Définition :  

X suit une loi normale réduite centrée 𝒩(0,1)  
 pour tout x ∈ ℝ, sa densité f est donnée par  

𝑓𝑋(𝑥) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2  

 

 

La courbe de la densité de la loi normale 𝒩(0,1) porte 

le nom de "courbe en cloche". Elle tend vers 0 en 

l’inflni, est croissante sur ℝ−puis décroissante. Elle 

admet donc un maximum en 0. On peut voir aussi 

qu’elle est symétrique, de centre de symétrie 0. 

 

 
Figure 13. Densité de la loi normale réduite 

centrée 

 

Remarque : si X ~𝒩(0,1), alors pour tous a < b,  

P(X ∈ [𝑎, b]) = P (a ≤ X ≤ b) = ∫
1

√2𝜋
𝑒−

𝑡2

2 dt = φ(b) − φ(a) 
b

a

 

où φ est la fonction de repartition de X.  

Rappelons que φ une primitive de la densité 𝑓𝑋. Mais 

il n’existe pas de forme analytique de la primitive de 

𝑓𝑋. On doit donc lire les valeurs de φ dans une table 

disponible en annexe B, ou la faire calculer par un 

logiciel adapté (e.g. excel, matlab, R). 

 
Figure 14. Fonction de répartition de la loi 

normale réduite centrée 

 

 

 

 

Proposition : Si X~ 𝒩(0,1), alors on a  E(X)=0  et  Var(X)=1 

 

Remarque :  

une v.a . X est centrée X est de moyenne nulle 

une v.a . X est réduite X est de variance 1 

 

On définit maintenant une loi normale de moyenne m et variance σ2 quelconque : 

Définition : X suit une loi normale de moyenne m et variance σ2 , X ∼ 𝒩(𝑚, 𝜎)  
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 pour tout x ∈ ℝ sa densité f est donnée par 𝑓𝑋(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒
−
(𝑥−𝑚)2

2𝜎2  

 

  

Sur le graphe ci-dessous, on a dessiné 3 

densités normales de même variance mais 

avec trois moyennes différentes : 

Sur le graphe ci-dessous, on a dessiné 3 

densités normales de même moyenne mais 

avec trois variances différentes : 

 
Figure 15. Densité d’une loi normale réduite à différentes 

moyennes 

 
Figure 16. Densité d’une loi normale centrée a différentes 

variances 

Proposition : Soit X ∼ 𝒩(𝑚, 𝜎) , alors on a E(X)=m et  Var(X)=σ2 

 

Proposition : Si X ∼ 𝒩(𝑚, 𝜎), alors 𝑍 =
 𝑋−𝑚

𝜎
 suit une loi normale centrée réduite 𝒩(0,1) 

 

Remarque :  

Soit Y~N (0; 1), alors on a  

P(1≤ Y≤ 1)=0,68 

P(2≤ Y≤ 2)=0,95 

P(3≤ Y≤ 3)=0,99 

 
 

Figure 17. Probabilités d'une 𝒩(0,1) « classiques» 

Par la proposition précédente, nous 

déduisons que pour si X ∼ 𝒩(𝑚, 𝜎) , alors 

on a :  

P(m -σ ≤ X ≤ m + σ)=0,68 

P(m-2σ ≤ X≤ m+2σ)=0,95           

P(m-3σ≤ X ≤ m+3σ)=0,99 

 
 

Figure 18. Probabilités d'une 𝒩(𝑚, 𝜎) « classiques » 

  



IUT STID                M1202-Probabilités et simulations 1 

UE21 - M2102   

 

 

26 

 

3.4.6. Autre lois discrètes et continues 

Pour modéliser la réalité, d’autre lois existent, nous en citons ici quelques-unes qui n’ont pas 

été présentées dans ce cours 

, 

Loi discrètes 

Loi de Dirac 

Loi hypergéométrique  

Loi Binomiale négative 

Loi continues 
Loi log-normale 

Loi gamma 
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4. Théorème limite : Loi des grands nombres 
Dans ce chapitre nous allons étudier un résultat fondamental en théorie des probabilités qui est 

utilisé quasi systématiquement pour des problèmes de statistiques. 

 Moyenne empirique 

On commence par la définition de la Moyenne Empirique. Soient X1, X2, …, Xn, n variables 

aléatoires indépendantes et de même loi, on définit :  

 la somme de ces variables aléatoires 𝑆𝑛 = ∑ 𝑋𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1  

 la moyenne empirique est donnée par 𝑆𝑛̅̅ ̅ =
𝑆𝑛

𝑛
 

 

Proposition : Soient X1, X2, …, Xn, n variables aléatoires indépendantes et de même loi,  

alors on a : 𝐸(𝑆𝑛̅̅ ̅) = 𝐸(𝑋1) et   𝑉𝑎𝑟(𝑆𝑛̅̅ ̅) = 𝑛 × 𝑣𝑎𝑟(𝑋1) 
 

Exemple : On s’intéresse au nombre de faces Sn obtenues après n lancés d’une pièce équilibrée. 

Il s’agit d’un schéma de Bernoulli, donc le nombre de faces obtenues Sn ∼ ℬ(𝑛, 1/2) dont 

l’espérance et la variance sont connues : 𝐸(𝑆𝑛) = 𝑛 × 1/2 et 𝑉𝑎𝑟(𝑆𝑛) = 𝑛/4. Par linéarité de 

l’espérance, on a E(𝑆𝑛̅̅ ̅) =
1

𝑛
𝐸(𝑆𝑛) =

1

2
. Les propriétés de la variance permettent de déduire que 

Var(𝑆𝑛̅̅ ̅) =
1

𝑛2
𝑉𝑎𝑟(𝑆𝑛) =

1

4𝑛
 

On remarque que l’on a bien E(𝑆𝑛̅̅ ̅)= E(X1) et Var(𝑆𝑛̅̅ ̅) =
𝑉𝑎𝑟 (𝑋1)

𝑛
  

On remarque également que 𝐸(𝑆𝑛) =
𝑛

2
 est bien conforme à notre intuition : si on a une chance 

sur deux d’obtenir un certain résultat lors d’une expérience et que l’on réitère de manière 

indépendante cette expérience n fois, alors en moyenne on obtiendra le résultat n/2 fois. En fait 

la Loi faible des grands nombres nous dira que l’on a plus que cela 

 Inégalité de Markov et de Chebyshev 

Ce paragraphe a pour but de donner les outils pour démontrer la loi faible des grands nombres. 

La preuve de ce résultat dont nous donnerons la démonstration est basée sur une inégalité très 

utilisée en théorie des probabilité l’inégalité de Chebyshev. 

 

Proposition : Soit X une v.a. telle que E(X) < +∞ et Var(X) < +∞, pour tout c > 0, pour 

tout 𝜀 > 0, on a :  

 Inégalité de Markov : 𝑃(𝑋 > 𝑐) ≤
𝐸(𝑋)

𝑐
 

 Inégalité de Chebyshev : 𝑃(|𝑋 − 𝐸(𝑋)| > 𝜀) ≤
𝑉𝑎𝑟(𝑋)

𝜀2
 

 

On sait d’ores et déjà que la moyenne empirique a pour espérance m et pour variance σ2/n. 

Ainsi, plus n est grand, moins cette v.a. varie. A la limite, quand n tend vers l’infini, elle se 

concentre sur son espérance, m. C’est la loi des grands nombres 
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Théorème (Loi des grands nombres) : Soit (𝑋𝑖)𝑖 ∈ ℕ une suite de variables aléatoires 

indépendantes de même loi telles que Var(X1) < ∞. Pour tout 𝜀 > 0, on a 

lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑆𝑛̅̅ ̅ − 𝐸(𝑋1)| ≤ 𝜀) = 1 

 

Remarque : On s’intéresse au nombre de 

faces Sn obtenues après n lancés d’une pièce 

non-équilibrée (« Face » =1 avec une 

probabilité de 0.3). Ce résultat dit la chose 

suivante : avec une probabilité qui tend vers 

1 quand n tend vers l’infini la moyenne 

empirique 𝑆𝑛̅̅ ̅ des (𝑋𝑖)𝑖≤𝑛 tend vers la 

moyenne d’une des variables Xi, qui ont 

toute la même moyenne puisque de même 

loi.  

Pour notre lancé de pièce cela signifie 

qu’avec une probabilité qui tend vers 1, si on 

fait n lancés on obtiendra bien à peu-près (à  

𝜖 × 𝑛 près, où 𝜖 est petit) n/2 fois ”face”. 

 

 
Figure 19. Illustration de la loi des grands nombres (lancé 

de pièce baisée) 

 

Des questions restent en suspens : qu’est-ce qu’un "grand nombre de fois", que signifie "proche 

de la moyenne E(X1)". Le théorème central limite va apporter des réponses. 
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Annexe A : Cardinaux et dénombrement 

A.1. Cardinaux 

On suppose que E est fini et qu'il possède n éléments.  

Le cardinal d'un ensemble fini est le nombre de ses éléments. On le note CARD. 

Ainsi : CARD(E)=n ; Pour tout 𝑝𝜖ℕ∗,  CARD (𝐸𝑝)=np. 

 

Voici quelques résultats : 

 CARD()=0 ; 

 CARD(A)=0A=) 

 (AB) (CARD(A)  CARD(B)) 

 ((A  B) et (CARD(A)=CARD(B)))  (A=B) 

 CARD (A  B)=CARD(A) + CARD(B) – CARD (A  B) 

 

 Si A, B, C sont des parties de E 2 à 2 disjointes  CARD(A  B  C)=CARD(A) + CARD(B) + 

CARD(C). 

 Plus généralement, le cardinal d'une réunion finie de parties de E deux à deux disjointes est la somme 

des cardinaux de ces parties. 

 

 CARD(AB)=CARD(A)   CARD(B). 

 Plus généralement, le cardinal d'un produit cartésien de parties de E est le produit des cardinaux de 

ces parties. 

 

A.2. Dénombrements 

On suppose que E est un ensemble fini non vide de n éléments. 

 

Exemple : E est une urne contenant n boules numérotées de 1 à n. 

A.2.1.1. Les permutations des éléments d'un ensemble fini. Les factorielles. 

Modèle/Définition : Le nombre de façons de ranger les n éléments de E est aussi le nombre de n-

arrangements d'éléments de E : il s'agit en effet de choisir sans remise un 1er élément puis un 2ième puis un 

3ième, etc., jusqu'à l'épuisement de l'ensemble.  Ce nombre est : n(n – 1)(n – 2)(n – 3)...1. Par définition, 

ce nombre est la factorielle de n, noté n ! 

 

Proposition : Il y a n! façons de ranger n éléments. n!=123 .... (n-1)n 

 

Convention : 0!=1. 

 

Exemple : combien existe-t-il d’anagrammes de PROBA ? 5! 

A.2.1.2. Les p-listes d'éléments d'un ensemble de n éléments, 𝒑 ≥ 𝟏. 

Definition/Modèle : p tirages d'une boule parmi n, avec ordre mais avec remise. On tire une boule. On note 

son numéro. On la remet dans l'urne. On fait de même pour une 2ième boule, puis pour une 3ième, ..., enfin 

pour une pième. On obtient ainsi une suite ordonnée de p numéros compris entre 1 et n, avec d'éventuelles 

répétitions. C'est une p-liste d'éléments de {1,2,3,...,n}. 
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Proposition : Les p-listes d'éléments d'un ensemble de n éléments sont au nombre de np 

A.2.1.3. Les p-arrangements d'éléments d'un ensemble de n éléments, 𝒏 ≥ 𝒑 ≥ 𝟏. 

Définition/Modèle : p tirages  d'une boule parmi n, avec ordre mais sans remise, 𝑛 ≥ 𝑝 ≥ 1. On tire une 

boule. On note son numéro. On ne la remet pas dans l'urne.  On fait de même pour une 2ième boule, puis pour 

une 3ième,..., enfin pour une pième. On obtient ainsi une suite ordonnée de p numéros compris entre 1 et n,  

deux à deux distincts. C'est un p-arrangement d'éléments de {1,2,3,...,n}. 

 

Proposition :   Les p-arrangements d'éléments d'un ensemble de n éléments sont au nombre de 

𝐴𝑛
𝑝 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑝)!
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)… (𝑛 − 𝑝 + 1) 

 

Remarque :  

La différence entre une p-liste et un p-arrangement est que les répétitions sont possibles pour les p-listes, mais 

impossibles pour les p-arrangements. Ainsi, (1, 1, 2) est une 3-liste mais pas un 3-arrangement, (2, 1, 3) est à 

la fois une 3-liste et un 3-arrangement. 

Tout p-arrangement est une p-liste, les p-arrangements sont les p-listes sans répétition. 

𝐴𝑛
𝑛 = 𝑛!; 𝐴𝑛

0 = 𝐴0
0 = 1;  

A.2.1.4. Les p-combinaisons d'éléments d'un ensemble de n éléments, 𝒏 ≥ 𝒑 ≥ 𝟏. 

Définition/Modèle : tirage simultané de p boules dans une urne qui en contient n, sans ordre ni remise. Les p-

combinaisons d'éléments d'un ensemble E de n éléments sont les parties de E à p éléments. On ne tient pas 

compte de l'ordre.  

 

Proposition : Soient n et p tel que 𝑛 ≥ 𝑝 ≥ 1, le nombre de p-combinaisons d'un ensemble de p éléments est 

noté 
n

p

C  ou encore : 








p

n
 et vaut (𝑛

𝑝
) =

𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
 

 

Exemple : Un main de 5 cartes dans un jeu de 32 cartes (5 cartes parmi 32) 

 

Remarque : La différence entre une p-combinaison et un p-arrangement est que dans un p-arrangement on 

tient compte de l'ordre, alors que dans une p-combinaison, on n'en tient pas compte. Ainsi, les 3-arrangements 

(1,2,3) et (2,1,3) sont différents, alors que les 3-combinaisons {1,2,3} et {2,1,3} sont les mêmes.  

Dans les p-combinaisons, il n'y a ni ordre ni répétition.  

 

Cas particulier : (𝑛
𝑜
) = (1

𝑛
) = (𝑛

𝑛
) = 1 

 

Propriétés : Soient n et p tel que 𝑛 ≥ 𝑝 ≥ 1, 

(
𝑛

𝑝
) = (

𝑛

𝑛 − 𝑝
) 

(𝑛
𝑝
) = (𝑛−1

𝑝
)+(𝑛−1

𝑝−1
) 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑(
𝑛

𝑝
) 𝑥𝑝𝑦𝑛−𝑝

𝑖=𝑛

𝑖=1
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Proposition : Soit E un ensemble fini de cardinal n. Le cardinal de P(E) vaut 2𝑛. 
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Annexe B : Tables statistiques 

B.1. Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite 
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IUT STID                M1202-Probabilités et simulations 1 

UE21 - M2102   

 

 

5 

 

B.2. Fractiles de la loi normale centrée réduite 

Attention : si P(Z < z)< 0:5, alors z est négatif 
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B.3. Fractiles de la loi du 𝚾𝟐 

ν= nombre de degrés de liberté 

 

 
 


