CH..... : PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

1-PRODUIT SCALAIRE DANS LE PLAN

11-Différentes expressions du produit scalaire

1-Dans le plan, une unité de longueur étant choisie, le produit scalaire des
vecteurs i et v, noté u. v, est défini par: U.v =

2-Pour et vdeux vecteurs Non NUIS, U. U =.......coveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenann ol aest la
mesure de |'angle géométrique associée a U et U

3- Dans un repére orthonormal, si Uet vont pour coordonnées respectives (x, y)
et (x',y'), dlors: u.v =

4-Si C'D'est le projeté orthogonal de CDsur la droite (AB), alors AB.CD =
AB.C'D’
12-Orthogonalité et distance

Théoréme(admis) : deux vecteurs et U sont orthogonaux < uU.v = 0
Par conséquent, dans un repére orthonormal, dans le cas ot (x, y) coordonnées de u
et (x',y") coordonnées de ¥, cela revient d dire que =

Il résulte de |'expression 6. v = ||v]| X [[Vlicos(a) que U. U =

— 2
Par conséquent, pour A et B deux points quelconques du plan AB® = ||AB| =

Theoreme (admis) : Dans un repere orthonorme :
e ladroite d d'équation ax+by+c=0 admet
pour vecteur normal n’(a,b) et i (-b,a) comme vecteur directeur de d
e sin'(a,b) est normal a une droite d, alors d a une équation de la forme ax+by+c=0

Théoreme distance d'un point a une droite (admis) : Dans un repere orthonormal, la
distance du point A (x,4,y,) a la droite d d'équation ax+by+c = O est égale a laxatbyatel

v a?+b?

13-Quelques applications du produit scalaire

J La relation d'Al-Kaashi (généralisation de Pythagore) :
Soit ABC un triangle tel que AB = ¢, AC = c et BAC = «a,
onaa® = b*>+ c* — 2b X cosa

. Le théoréme de la Médiane : Soit ABC un triangle, I le milieu de [AB],
alors pour tout point M, MA?+ MB? = 2MI?+ %AB2

2-PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE
21- Définition

Définition : dans |'espace, un unité de longueur étant choisie, le produit scalaire des vecteurs uet v est
’ 7 - o> Y S Lo o 1 — > 2 —.2 52
le réel noté u.v définipar:u.v = S+ o1 =l = 191°]



Remarque :
Deux vecteurs i et ¥ sont nécessairement coplanaires,

c'est a dire qu'il existe trois points A, B et C , formant un plan,

tels que i = AB et ¥ = AC.

L'unité de longueur sur le plan (ABC) étant celle choisie sur |'espace la définition du produit scalaire
dans I'espace coincide alors avec la définition du produit scalaire dans le plan.

Ainsi toutes les expressions de ce dernier sont encore valables dans |'espace

Si a est la mesure de |'angle géométrique associé a U et ¥
Alors 4.7 = |19 X 17|l X cos(a)

Par conséquent : AB.AB = [ Il

Si dans le plan (ABC), le point H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB),
Alors ii.% = AB.AC=............

Remarque : ona foujours [U. ¥]= .....cccooevrerereenennenenee

Remarque : pour déterminer |'angle géométrique de
deux vecteurs situés dans |'espace, on choisit des représentants

22- Expression analytique du produit scalaire

Théoréeme : Si, dans un repére orthonormal, uet ¥ ont pour coordonnées respectives (x;y; z) et (x'; y";
z')alors U.¥ =xx' +yy +zz

Démonstration :

23- Regles de calcul

Théoréeme : Quels que soient les vecteurs i, 7,etw, et lesréelsaet b :
u

1)  @v=v.4 2)4.(P+ W) =00+ uw 3)(ad). (b%) = (ab)i. ¥

Démonstration : Démontrons seulement 2), les autres cas se faisant de la méme maniere. Dans un repére

orthonormal (0,77 k), notons (x; y; z), (x'; y'; z'), et (x'"; y'': ") les coordonnées de 1,7, etw
Les coordonnées de v + w SONT w.....ooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeean

3- ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE
31-Vecteurs orthogonaux

Définition : Dans |'espace, deux vecteurs non nuls iiet & sont orthogonaux <> si i = AB et # = CD, alors
les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

Convention : le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs




Théoréme :
1- deux vecteurs 1 et ¥ sont orthogonaux & 4.7 =0
2- Donc, dans un repere orthonormal, les vecteurs u (x;y; z) et ¥(x'; y'; z') sont
orthogonauxexx'+yy'+zz' = 0

Démonstration :

1) Si u= 0,alOrS e,

On suppose les deux vecteurs i et vnon nuls, il existe trois points A, B et C, formant un plan, tels que
ii=ABet#=AC

2)

Exemple : Montrer que les vecteurs #(1; 2; -3) et ¥(0; 4; 5) ne sont pas orthogonaux

32-Vecteur normal a un plan

Par définition, dire que le vecteur non nul 4B est normal au plan P
signifie que la droite (AB) est normale (orthogonale) au plan P

Définition : Un vecteur normal a plan P est un vecteur non nul 7
dont la direction est orthogonale au plan P

Remarque : tout vecteur non nul w coliéaire est....

33-Orthogonalité d'une droite et d'un plan

Soit d une droite, 7 un vecteur directeur de d et A un point de d. Le plan (P)
perpendiculaire a la droite d passant par A est |'ensemble des points M tels que

(P) est donc |'ensemble des points M tels que AM est orthogonal & 7, le vecteur 7
est donc hormal a (P)

—

Le plan qui passe par A et de vecteur normal 7i est |'ensemble des points M tels que AM.7 = 0

Remarque/Application : Soit P; et P, deux plans, n;vecteur normal a (P;) et n;
vecteur normal a (P,)

nyvecteur colinéaire A7, S

nyvecteur orthogonal An; S

Théoreme: Soient d une droite et P un plan,
d et P sont perpandiculaires <>d est orthogonale a deux droites sécantes du plan P




Démonstration (Exigible):
= Soient
Montrons que....

<= Montrons que....

34-Projection orthogonale sur un plan

On ne change pas le produit scalaire de deux vecteur 4B et CD en

remplagant I'un des deux (par exemple CD) par le vecteur C'D’ tel que C'
et D' sont les projetés orthogonaux de C et D sur un plan P contenant la
droite (AB).

En effet, AB.CD= AB.(CC' + C'D' + D'D") =

4-EQUATION CARTESIENNE D'UN PLAN

Théoréme (admis) : Dans un repére orthonormal :

1. Si le plan (P) a pour vecteur normal 7i(a; b; c), alors (P) a une équation cartésienne de la forme
ax+by+cz+d = 0, ot a, b, ¢ ne sont pas simultanément nul puisqueii est un vecteur normal
2. réciproquement, si les réels a, b, ¢ , et d sont donnés et a, b, ¢ non nuls simultanément, |'ensemble

des points M(x; y: z) tels que ax+by+cz+d = O est un plan de vecteur normal 7i(a; b; ¢)

Démonstration(exigible) :
1.

Conséquence : si un vecteur normal 7i(a; b; ¢) @ un plan et un point appartenant a ce plan permettent de
trouver une équation cartésienne de ce plan.
Réciproquement une équation cartésienne du plan donne un vecteur normal a celui ci.

Régionnement de |'espace :

Le plan (P), d'équation cartésienne partage |'espace en deux demi-espace ouverts :
. les points M(x; y; z) de |'un sont tels que ax+by +c z+d>0
. les points M(x; y; z) de |'autre sont tels que ax+by +cz+d >0




Exercice : L'espace est muni d'un repére orthonormé (O, 7, j, k) . Donner une équation cartésienne du plan

A(-2:1:3) B(t:-2:2),, C(4:1:-1)

(P) passant par le point et orthogonal a (BC) avec

42-Distance d’'un point a un plan

Théoreme distance d'un point a un plan: Dans un repére orthonormal,

la distance du point A de coordonnées (x,; y4; z4)au plan (P) d'équation cartésienne ax+by+cz+d = O est
\ laxp+byp+czy+d|

égale a
J N

Démonstration : Méme schéma que la démonstration dans 1.2) du théoreme relatif a la distance d'un
point d une droite.

Exercice : Calculer la distance du point A(5,2,-3) au plan (P) d'équation : x+4y+8z+2=0

5-INTERSECTIONS DE PLANS ET DE DROITES

Dans tout ce paragraphe, |'espace est muni d'un repére orthonormal (O, 7, 7, k)

51- Intersection de deux plans

Soit (Py)et (P,)ont pour équations respectives ax + by +cz+d =0eta'x+b'y+c'z+d =0

(P,) et (P2) confondus (Py) et (P2) strictement (P,) et (P,) sécants
paralleles /
/('Dd) (PI) (PZ)
(S) admet pour solution | (S) n' a pas de solution d est |I'ensemble des points M(x; y;
tout triplet solution de z) fels que (x; y; z) sont les solutions
I'équation cartésienne de (S)
de (P,) (ou celle de (P,))

Méthode pour étudier I'intersection deux plans:

Deux plans d'équations ax + by +cz+d =0 et a'x +b'y +c'z+d' = 0 sont paralléles lorsque leurs

vecteurs normaux n;(a; b; c)et n,(a’; b’; c)sont colinéaires. On s'intéresse a n;. 7, # 0
ax+by+cz+d=0

a'x+by+c'z+d =0

possede alors une infinité de solutions qui décrivent la droite d d'intersection entre (P)et (P,)

Lorsque que ces deux plans sont sécants, on résout alors le systeme (S) { . Ce systéeme




Exercice : Considérons les plans d'équations : (P) : 2x+y-z-2=0 et (P") :x+3y+7z-11=0.
Démontrer que les deux plans sont sécants.
Donner une représentation paramétrique de la droite (d), intersection de ces deux plans.

52-intersection d'un plan et d'une droite

(P) a pour équation ax+by+z+d=0, et donc pour vecteur normal n(...., ......, ......)
A est dirigée par le vecteur U(a, B, 7).

Méthode pour étudier I'intersection d'un plan et d'une droite :

On s'intéresse a |'orthogonalité de uet 7i. On sait par la suite si la droite intercepte, ou pas, le plan
Dans le cas ol I'intersection est non vide et réduite a un point, pour trouver le point
A(x4,Y4,24)d'intersection de 4 et (P), x,,y,, etz vérifient |'équation paramétrique de Adet |I'équation
cartésienne de P .

On résout alors un systéme de 4 équations a trois inconnues

Exercice : Dans un repére orthonormal (O, 7,7, k) , le plan P a pour équation 5x+y-z+3, et la droite d
Xx=t

pour représentation paramétrique {y = 1-6tt € R. Etudier la position de d et P
z=3-t

6-INTERSECTION DE TROIS PLANS

Soit (P), (Q) et (R) trois plans de Il'esplace,

I
O:i,j.k ,
Dans un repére orthonormé ( J ) les plans (P), (Q) et (R) ont respectivement pour équations

cartésiennes ax+by+cz+d=0,a'x+b'y+c’'z+d =0 eta"x+b"y+c"z+d"=0

¢’ puis a”, b", c" ne sont pas tous les trois nuls.

,ola, b, cpuis a, b,

ax+by+cz+d=0
a'x+b'y+c'z+d'=0

fe 4w . . . s a"x+b"y+c"z+d"=0
Pour étudier l'intersection des trois plans, on peut résoudre le systéme : 4 .

Ce systéme, d'aprés le point de vue géométrique, a
soit aucun triplet solution,
soit un triplet solution,
soit une infinité de triplets solutions.




Exercice :

(Olnle)

1) Dans un repére orthonormé , le plan (P) a pour équation : 2x-y+z2-7=0 , le plan (Q) a pour

équaﬁon . X+2y—2—6 =0 ) le plan (R) a pour équa‘rion . —X+y+22—11 = 0'
Etudier l'intersection de ces trois plans.

Ll

O:i,j.k , . _2z-2=
= ),Ie plan (P) a pour équation : 2x+3y-2z-2 O,Ie plan (Q) a

2x+12y-7z-2=0

2) Dans un repére orthonormé (

pour équation : Ax-3y+z-4=0 , le plan (R) a pour équation :
Etudier l'intersection de ces trois plans.



