Correction DM Nombre Complexes et Integration

EXERCICE 1

2. — |ufP=2+6=8=|z|=2VZ On a donc M,_w"( +1§).Doncarg(:]]=g [27].
— On a de méme |z| = 2V2, puis 22 = 2v2 (£+ ﬁ) Donc arg(z) = % [271].
— 1l suit arg(Z) = arg (_;) = arg(z) —arg(z) = 3 - T =5 2] et |2] = % =1

3. On en déduit que £ = cos (;Z) + isin (12) et par identification avec la forme algébrique du
1) :
T V2 T V2
m’(ﬁ) 1 ( * \'f—) ¢ un(]?) 1 (‘"ﬁ_ 1)

4. On place facilement le point B(2; 2) :
Le point A d'affixe z; est obtenu en construisant la
médiatrice du segment [OI].
Le point D est obtenu en construisant la bissectrice de

TOA.
Le point C avec la bissectrice de IOD et le cercle de /4
centre () et de rayon 1.
5. Le module : | Z7%7] = | Z]?07 = 12907 = 1.
- 669 672m — 37 3m 3
L’argument : arg(Z?™7) = 2007 x % = ;T == ?T__l = — 1687 — Tr = _Tr [27].
On a donc Z27 = ¢=F = cos (—E) + isin (—E) = —ﬁ - iﬁ.
4 4 2 2
EXERCICE 2

1. (a) P(=1)= (=1 =3(=1)*+3(-1)+7=0
(b) (z+ 1)(z*+az+b)=2"+(a+1)2" + (b+a)z + b donc,

a+1l=-=3 — 4
P(z) =2 =3"43:24T=(z+1)(2"+az+b) < { a+b=3 <+ { “=
b=T
d'on, P(z) = (2 4+ 1)(z* =42+ 7).
(¢) Le trindme z* — 4z + 7 a pour discriminant : A = 16 — 28 = —12 < 0, et admet done deux
racines complexes conjuguées.

Au final, P(2) =0 < 2 € {-12-iV3;2+iV3}.

© z —Azic_Zl-@-i 3)

o — 2¢ 3—(2- z'\,/i)
- % (—3 + iﬁ) (1 - nﬁ) = %(41‘\.@] —iV3

On a donc Z € iIR, donc arg(Z) = g Comme de plus, arg(Z) = {ff_' l.’"fl} on en déduit
que le triangle (7 AC est rectangle en .

2. (a) Ao g (b) AB = |zp = z4| = [(2+iV3) = (=1)| = 2V/3
! BC =|zc— 28| = (2-iV3) = (2+iV3)| = 2V3
Q s . AC = |ze = 24l = (2= V3) = (=1)| =243
_N = :Ih ‘a On en déduit que le triangle ABC est équilatéral.
I
|
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EXERCICE 3 (5 points)
1. (a) f est le quotient de deux fonctions dérivables sur IR donc sur [0;1], dont le dénominateur
2 — x ne s’annule pas sur [0;1]. f est donc dérivable sur [0; 1], avec :
gy =€ F2=x)+e™ e F(l=24+zx) e F(z—1)
Mo =gy = e e
Pour z € [0;1], on e™* > 0, (2 — 1‘ 2>0etr—1<0,done f'(x) <0 : la fonction f est
décroissante sur [0 ; 1] de f(0) = 5 a f(1)=e1=0,368.

1
(b) On a vu que sur [0 ; 1], p < flo) <

2 (o) Posons { 00) 2207 S {00 2

Toutes les fonctions étant continues, on peut intégrer par parties :

[

1
4
J = [—(I + 2)6_2];+/ e Fdr = [—(I +2)e ™" — e_T][l] = [—(-_r + 3}(3_2][1] = —de 143 = 3_;
0 —

(b) En partant de I'encadrement trouvé au 1. b. :
2

1 xT 1
- < flz - — —<7f(x) < 2 , en multipliant par 2 > 0, d’otl en intégrant sur

$31 3]* 1 1
[01 f—ffl‘ Ké/—rdx; —| S |—| &= —< K<
3e], 6], Je 6

1.2 —=x 2 .—x
() J+K =/(2+$) de+/$e d:r_/ [2+x "*"+:;e }dx
1]

2—=x -
— T 1 —x
(2 x) ‘2+1‘ T 4 zle” dm:f&te dr = 4l
- 0 2—-=x
4 1 4 1/1 4 1/1 4
J =3 == _ - - < = - - - | = - < /<= = -
(d) J=3 e=:-3€+3 - I+Kxﬁ+3 €=>-4(3€+3 e))‘“‘r“‘*4(ﬁ+3 e)
11 1 1
Soit donc, i——<fg—9——.
4 12 24 e

11 1 1
Comme E - — > 0,412 et —9 — — < 0,424, on en déduit que 0,412 < I < 0,424, soit
4 12e 24 e

I=~0,42 4 1072 pres.



EXERCICE 4
1. Comme la fonction f est positive sur [0;3], ona: [ = j f(t)dt = 0.
0

-2
Comme la fonction f est négative sur l'intervalle [=5; =2], ona: J = j flt)dt < 0.
-5

2. Pour tout réel t € [0:1], ona: 0 < f(t) < 2.

En intégrant pour t allant de 0 4 5, on obtient, car I'intégrale conserve 1'ordre,

1 1 1
/{]dis;f f{f}dtgfzdt — 0<A<?
0 0

1]

De méme, sur l'intervalle [1;2], 1 < f < 2, et donc,

2 2 2
f1dfgff(t}dfgf2df<=» 1<B<?2
1 1 1

3. a. D’apreés la relation de Chasles : F(2) = A+ B, don 041 < F(2) €242 < 0 F(2) <4
b. Pour tout réel t = 1, on a f(t) = 1.

Ainsi, sizE[1;+Dc:[,a,lorsF{$]=f f{f}dt;‘-ﬁf ldt=x—1.
1 1

Or, liT (r —1) = 400, et done, par comparaison (théoréme des gendarmes), on en déduit
E—400

que lim F(r)=+c0.
T—+oo
c. F est la primitive de f qui s'nnule en 1, et ainsi, F' = f.
Comme [ est négative sur IR_, F est décroissante sur IR_, et comme f est positive sur R,
F est croissante sur R, .



